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e n i n t h e f o l lo w in g p a r a g r a p h s e a n b e g i v e n s i m i la r ly
,

e a e h so l u t i o n e o r r e s p o n d s t o i t s o w n e o n d i t i o n s
.

S i n e e

t h e e x p r e s s i o n s o f t h e r m a l P r o p e r t ie s i n t h i s s o l u t io n

a r e a f r a e t i o n w i t h d e n o m i n a t o r r ,

i t e a n o n l y b e u s e d

f o r a e i r e u l a r r i n g r e g i o n
.

M o s t s o l u t io n s i n t h e f o l
-

l o w in g p a r a g r a p h s h a v e t h e s a m e r e s t r i e t i o n
.

2
.

1
.

3 oS l u t i o n w it h 夕C , = f ( r ) =

e 6 ) 2 〕

T h e s o lu t io n e a n b e o b t a i n e d w i t h a

f ie u l t

8

t r i a l a n d e r
or r m e t h o d a s of l lo w s :

= C 1 2 一 C l l n (
r + C 6 ) / ( k m ) + C Z r +

+ C s e C 4`

( : + c 6 )仁̀士 了` 午 ` C 4 / ( 、 m ) 〕22

C 3

( 12 )

T h e v a r i a t i o n o f 丙
, a lo n g r 15 t oo r a p i d

, s u e h

e o n d i t io n 15 v e r y r a r e in P r a e t ie e
.

H o w e v e r ,

i t e a n

s t i l l b e a b e n e h m a r k s o l u t i o n o f e o m p u t a t i o n a l h e a t

e o n d u e t i o n
.

I t 15 e v i d e n t t h a t t h e e o n s t a n t m h a s t o

b e p o s it iv e o t h e r w is e 夕马 15 n e g a t i v e ; i n a d d i t i o n ,

C 4

h a s t o b e la r g e r t h a n 一 k m / 4
, o t h e r w is e t h e r e w o u l d

b e a n im a g i n a r y n u nr b e r in t h e in d e x
.

2
.

1
.

4 s o l u t i o 。 w it h 尸c , 一 f (
r

) 一 C Zs e e Z

〔丫c Z c 4 / ( 2走 ) ( r + e 3 )」/ r

T h e s o lu t io n 15

O w i n g to t h e l i m i t a t io n o f

e u r v e s o f v a r i o u s
so l u t io n s i n t h i s

S P a c e ,

Pa P e r a r e

r h e t y p i e a l

n o t g l v e n

2
.

1
.

2 oS l u t i o n w i t h 产C , = f ( r ) = 1 / [
r

( 士 C 4 r Z / 2

+ e Z : + e 3 )〕

Si m i l a r t o t h e p r e v i o u s p a r a g r a p h
,

t h e s o l u t i o n

e a n b e d e r i v e d a s fo l lo w s :

C
I

f
_

、

_
_

厂。 r r 、 工 九 门
0 = C I t + 下厂仄

~

} t g (
r ) 平 P 」In }

一
1

一 “ C 4 k P (
L 。 `

”
’

厂 “ “ `
L e 习

一 「。 (
:

) 士 。 ] , n

「竺』上立土卫刁{
、 e

` : 十 。
,

_ 2 c l ,

f 厂 / c
,

e
*

.

刁}
-

乡 二 C 工 t 一 万扮 In
}

e o s
l 了丫拼兰 (

: + C
;

) 1卜 C 6 r

一 “ C ;
` ’ `

}一 L丫 2无 、 ` 了 七 3 / 习J
’

一 0 ’

· c 7 · c s

一厚
t二

〔厚
( 厂 · c 3 )

」
·

( 1 3 )

B y s e le e t i n g t h e v a l u e o f v a r io u s e o n s t a n t s ,
t h e v a r ia -

t i o n o f 尸C , e a n b e i n e r e a s i n g o r d e e r e a s i n g a lo n g
r

d i
-

r e e t io n
.

C Z a n d C 4 o f t h i s s o l u t i o n h a v e t o b e l a r g e r

t h a n z e r o i n o r d e r t o a v o id u n r e a s o
an b le 尸C , o r z e or

d e n o m in a t o r
.

+ e s二 p (士 e 4 * , )
[
士

号一
c Z · + c 3

〕
2一 5 oS l u t io n w i t h 尸C , = f ( r ) = C 3 r 矶

( 1 1 )

w h e r。 g ( r ) 一 e 4 r 一 e Z 。 n d * 一

丫e ;
+ 2 e 3 c 4 ; i n

a d d i t io n ,

g ( r ) h a s t o b e l a r g e r o r s m a ll e r t h a n P

w h e n t h e 土 m a r k i n f r o n t o f C ; i n f (
r

) 15 e h o s e n

p o s i t i v e o r n e g a t iv e , o t h e r w is e t h e r e w i l l b e lo g a r i t h m

o f a n e g a t i v e
.

C 4 e a n n o t b e z e r o ,

C Z a n d C 3 e a n n o t

b e z e or s inr u l t a n e o u s l y
, o t h e r w i s e t h e d e n o m i n a t o r i n

E q
.

( 1 1 ) w o u ld b e z e r o
.

W h e n C ; = 0
,

夕CP
= 1 / f

r

( C Z r + C 3 ) 〕
,

t h e 5 0 -

l u t io n e a n b e d e d u e e d i n a s i m i la r w a y :

oC m m o n l y t h e v a r i a t io n o f 尸马 i n r a d i a l d i r e e t i o n

15 n o t s e r i o u s , t h e n t h e a b s o l u t e v a l u e o f m 15 s m a ll
.

U s i n g t h e m e t h o d o f s e p a r a t i n g v a r i a b le s w i t h

a d d i t i o n , a s o l u t i o n e a n b e d e r iv e d w i t h a b o v e m e n -

t io n e d 夕C , d i s t r i b u t i o n
.

口 = c I t + e , c 3 : , 十 3 /〔无 ( m + 2 ) ( m + 3 ) ]

+ C Z : + C s
.

( 1 4 )

A e t u a ll y
,

w h e n m = 一 1
,

t h e s o lu t io n 15 t h e d e -

g e n e r a t io n f o r m o f E q
.

( 1 0 a ) o r ( 1 0 b )
.

W h e n m =

一 2 o r 一 3
,

E q
.

( 14 ) 15 i n e f f e e t iv e , a n d t h e s p e e ia l



P
r o ge r

ss
I nN

atr u al Se ze e e nVo l
.

1 4No
.

420 0 43 1 7

o sl utio n

8

and

口

o fs ue he s ae r s ae

= C, t + ( C 1 C 3 r
l n r

) / k + C Z r + C s ( 14 a )

= C , t 一 ( C 1 C 3 l n r ) / k + C Z r

C a s e

+ C s

+

r e s p e e t iv e l y
.

a l s o
.

c s e C 4 ` r l士 丫 1一 4 C 3 C 4 /` /2

E q
.

( 1 4 b ) 15 a s p e e i a l

( 14 b )
o f E q

.

( 12 )

2
.

2
.

1 so l u t i。 。 w i t h 户e , 一 了( : )一 e 6 e C S` 。 n d K -

c 4 e C , r

/
二

S i n e e t h e v a r i a t io n o f 户C , a n d K i n r a d i a l d i r e e -

t i o n 15 e o m m o n l y s m a ll
,

t h e a b s o l u t e v a lu e s o f C S a n d

C 3 a r e s m a ll
.

W h e n m = 0
,

it m e a n s 尸C , = C o n s t a n d K 一 1 /
r

,

t h e s o l u t io n o f t h i s e a s e 15

S u b s t i t u t i n g t h e e x p r e s s io n s o f 尸马
a n d K i n t o

E q
.

( 16 ) a n d a p p l y i明
o n ly t h e m e t h o d o f s e p a r a t i n g

v a r i a b l e s w it h a d d it io n ( C , , = 0 )
,

w e h a v e

o = e I t + c l c 3 : 3 / ( 6走 ) + c Z : + c s
.

( 1 4 c )
口 = C 一 t +

C 1 C 6 e ( C , 一 C 3 )
r

C 4 C : C S 一 C 3

F r o m E q
.

( 14 e )
,

“

正
.

1

:
s

5 L l l l

u n d e r s t oo d t h a t e v e n 夕C ,

a s o l u t i o n w i t h v e r y h i g h

C 7

瓦
e

C Z +

C 3 r

15 a C O fl s t a n t

t e m P e r a t u r e

n e e d s s o m e

t h e r e i:

V a r l a t l o n i n r a d i a l d i r e e t io n

1 1 )

C S 一 C 3 C S )

( 1 8 )

t o s a t i s f y 尸q
a n d

d e f i n e d b o u n d a r y e o n d it io n s

; o f e o u r s e i t

a n d K 一 1 /

w h e r e C 4 a n d C 6 a r e Po s i t i v e v a lu e s

K b e i n g p o s i t i v e ; C 3 a n d C 5 e a n n o t

C s , o t h e r w i s e t h e r e w o u ld b e a z e r o

2一 6 so lu t i。 。 w i t h o e , 一厂( : ) 一 c 6 e C 3 r

S i m il a r t o t h e p r e v io u s p a r a g r a p h
, e o m m o n ly t h e

v a r i a t io n o f 产CP i n r a d i a l d i r e e t io n 15 n o t s e r i o u s , 5 0

t h e a b s o l u t e v a l u e o f C o 15 s m a ll
.

U s i n g t h e m e t h o d o f s e p a r a t in g v a r i a b le s w i t h

a d d i t i o n , t h e s o l u t i o n 15 d e d u e e d a s

“ 一 C , ` + C Z + C 4 r + e , e 6 e C 3 r

(
二 一 2 / c 3 ) / (* c : )

,

( 15 )

w h e r e C 3尹 o ( e q u iv a l e n t t o 尸C , 笋 oC
n s t )

.

O t h e r w i s e

t h e r e w o u ld be a z e or d e n o m i n a t o r
.

h a s t o b e la r g e e n o u g h t o r l l a l n t a l n

be z e r o a n d C 3尹

d e n o m i n a t o r ; C Z

t h e t e m p e r a t u r e

夕 ) 0 i n t h e i n t e r e s t e d r e g io n
.

W h e n C 3 “ 0
,

C S = 0 o r C 3 = C s尹 0
, t h e s p e -

e i a l
s o l u t io n s a r e d e r iv e d a s f o ll o w s

.

W h e n C 3 = 0
,

t h e s o l u t i o n 15 E q
.

( 14 e )
.

2 2 so lu t io n w i t h 尸C , = f (
r

) a n d K = g (
r

) /
r

OF
r C 3 = 0

,

( 1
.

e
.

K 一 1/ r )
,

t h e S o l u t i o n 15 a e -

t u a i l y t h e s a m e a s t h a t i n p a r a g r a p h 2
.

1
.

6
,

t h e k a n d

C 3 in t h is P a r a g r a p h 15 e q u i v a le n t t o C 4 a n d C S i n

P a r a g r a P h 2
.

1
.

6
.

oF
r C S = 0

,

( i
·

e
·

声
, = oC

n s t = C 6 ) a n d C 3笋

0
,

w e o b t a i n

0 = C I t / C 6 + C Z

一 c l e 一 c , 厂

[
: 2 + 2 :

/ e 3 十 2 / e
; ] z ( 2 c 3 e 4 )

一 e 7 e 一 C , 厂

/ e 3
.

( l s a )

S im i l a r t o t h e d e r i v a t io n o f E q S
.

( 9 ) a n d ( g a )
,

t h e s o lu t io n 15

“ · c l ` + C l

{
{
、 `

· ’ d
产

g (
r

)
d
二 + e , , e C ` o`尺 ( : )

,

( 1 6 )

F o r C 3 = C S笋 0
, u s i n g b o t h m e t h o d s o f s e p a r a t

-

i n g v a r i a b l e s ,

i t 15 o b t a i n e
d f r o m E q s ( 1 6 ) a n d ( 1 7 )

t h a t

夕 = C I t + C Z + C z C 6 r

/ ( C 3 C 4 )

一 e 7 e 一 C , `

/ e 3 + 。 , ,

( l s b )

w h e r e R ( : ) 15 t h e S o l u t i o n o f t h e f o ll o w i n g o r d in a r y

d i f f e r e n t i a l e q u a t io n

丫 + g
’

( : ) R
’

/ g (
二

) 一
1C

0
fr (

:

) R / g (
:

) = 0
.

( 1 7 )

O f c o u r s e ,

E q s
.

( 9 ) a n d ( g a ) a r e t h e s p e e ia l C a s -

e s o f E q s
.

( 1 6 ) a n d ( 1 7 )
.

T h e r e a r e m a n y C o m b in a -

t io n s o f f (
r

) a n d g (
r

) w h i e h e a n o b t a i n a l g e b r a i e a l
-

l y e x p l i e i t a n a l y t ie a l s o l u t i o n s o f E q s
.

( 16 ) a n d ( 17 )
.

oS m e e x a m P l e s a r e g i v e n a s f o ll o w s
.

w h e r e t h e 口1 e x P r e s s i o n s a r e

。 , 一 。 C l。 !

[ e s e `

了
c

:一
c 6 c l。 / c 4一 c 3 )

二
/2

一 (
_

/
。 , + 4 e

_

e
.

_

z e + e
_

) 。
/:

_

十 C g e
’ 一

’
- - - 一

」

w h e n c ;
+ 4 e 6 e l。 / c 4 > o

,

( l s e )

。 , 一 。 C ,。 ! 一 c 3 r
/ 2 } c s e o s 「了

一 ( e ;
+ 4 c 6 c l o z c 4 ) : / 2〕

十 e g s i n
[了

一 ( e ;
+ 4 e 6 e l。 / e 4 ) : / 2 ] }

w h e 。 e
;

+ 4 c 。 c ,。 / e 4 < o
,

夕, 一 。 C l。` 一 C 3 ”
/ 2 ( e s + e g : )



3 1 8P r o gr e s sin Na tr a u
S l

e e le e nV《
1

.

14 No
.

42 0 04

whe ne ;
+4 c 6e l。 /C4二 0

.

2
.

2
.

2 So l ut io n sw ith夕 C, = f (
r

) = C 3 r m a n d K =

C 4 r l一

A s m e n t i o n e d a b o v e ,
t h e v a r ia t i o n o f 那

, a n d K

i n r a d i a l d i r e e t io n 15 s m a l l
,

t h e n t h e a b so l u t e v a lu e o f

m i s s m a l l a n d l恕 1
,

C 3 a n d C 4 a r e p o s i t i v e
.

S u b s t i t u t i n g t h e e x p r e s s i o n s o f 户马
a n d K i n t o

E q
.

( 1 6 ) a n d u s i n g t h e m e t h o d o f S e p a r a t i n g v a r i
-

a b le s w i t h a d d i t io n ( C l l = 0 )
,

it 15 d e d u e e d t h a t

口 = C l r + C : + C I C 3 : , + 3一 ` /

仁e 4 ( m + 2 ) ( m + 3 一 z ) 一 c 7 : ` 一 ` / ( I 一 z ) 」
,

( 1 9 )

w h e r e m 并 = 一 2
,

l半 观 + 3 a n d l 半 1
.

O t h e r w is e

t h e r e w o u ld b e a z e r o d e n o m i n a t o r
.

w h e n 2 2 ) 一 4 C l o P / k
,

。 , 一 。 C l。 ` 一 `· / 2 [ e 6 e o s (了
一 4 e l。 , z、 一 22 :

/ 2 )

+ c 7 s i n (丫
一 4 e ,。 p / * 一 22 : / 2 )〕 ( Zo a )

w h e n 1 2 ( 一 4 C ,。 P / k
,

o 、 一 e C I。` 一 l r
/ 2 ( e 6 + e 7 :

)

W h e n m = 一 2
,

w i t h a s i m i la r d e r iv a t i o n

e i a l s o l u t i o n e a n b e o b t a i n e d a s t h e f o l lo w i n g :

w h e n 22 = 一 4 C z o户/无
.

I f a p p ly i n g t h e m e t h o d o f s e p a r a t i n g v a r i a b l e s

w i t h a d d i t io n o n l y ( C 6 = 0 = C 7 )
, a v e r y s i m p l e t e m

-

p e r a t u r e d is t r i b u t i o n a n d i t s i n it ia l a n d b o u n d a r y e o n -

d i t i o n s a r e o b t a in e d一 li n e a r r e la t i o n s w i t h b o t h t i nr e

a n d g e o m e t r i e e o o r d in a t e s ,

i t 15 a s p e e ia l e h a r a e t e r i s t i e

o f t h i s s o lu t io n

2
.

3 D e r i v i n g a n a ly t i e a l s o lu t io n s i n e y li n d r i e a l e oo r -

d i n a t e s w i t h k n o w n a n a l y t i e a l s o l u t io n s i n r e e t a n g u l a r

e oo r d i n a t e s

a S P e -

口 = C I t / C 3 + C Z

+

+

e l : , 一 `
仁In

二 一 z / ( 1 一 z ) ] /「c 4 ( z 一 z )〕

C 7 二 ` 一 ` / ( z 一 z )
.

( 1 9 a )

OC m p a r i n g t h e g o v e r n i n g e q u a t io n ( l a ) i n e y li n -

d r i e a l e oo r d i n a t e s w i t h t h e f o l lo w i n g g o v e r n i n g e q u a -

t io n ( 2 1 ) i n r e e t a n g u la r c oo r d i n a t e s ,

丙鬃
一

鼎
、

黔 ( 2 1 )

E q
.

( 19 a ) 15 s t il l in e f f e e t iv e w h e n K =

oC
n s t ( l = 1 )

.

I n t h i s c a s e , a n o t h e r s o l u t i o n e a n b e

d e d u e e d d ir e e t l y f r o m E q S
.

( 16 ) a n d ( 1 7 ) u s i n g b o t h

m e t h o d s o f s e p a r a t i n g v a r i a b le s a s fo l lo w s :

口 = e I t / e 3 + e Z + e l ( In : ) 2 / ( 2 e 4 )

_ _ c
_

, / c
_

士 万万万
十 七 7 I n r 十 七 ll e - 一

r
’ ` U

一 又 1 , O ,

T h e s p e e i a l s o l u t i o n w i t h o n l y l = 1 (从 共 土 2 ) 15

8 = C I t / C 3 + e : + e l : 仍 + 2 / 1e 4 ( m + 2 ) 2 〕
+ C s l n r

.

( 1 9 e )

I t e a n b e e o n e l u d e d t h a t f o r t h e a n a ly t i e a l s o lu -

t io n S S ( t
,

x ) i n r e e t a n g u l a r c oo r d i n a t e s S a t i s f y i n g

E q
.

( 2 1 ) 。 b t a i n e d i n R e f
.

[ 3」
,

if w e r e p la e e 二
,

尸C 。 (二 ) a n d K ( x ) i n t h e s e s o lu t io n s i n r e e t a n g u l a r

e oo
r
d i n a t e s w i t h

r

尸了￡
, (

r

) a n d
r

K (
r

)
,

t h e n s o m e

a n a l y t i e a l s o l u t i o n s i n e y l i n d
r i e a l e oo r di n a t e s s a t i s f y

-

i n g g o v e r n in g e q u a t i o n ( l a ) e a n b e o b t a in e d
.

W h e n l “ m + 3
,

t h e f o l lo w i n g e x p l i e i t a n a l y t i
-

e a l s o lu t io n 15 d e r iv e d w it h a s i m i la r p or e e d u r e :

夕 = e , , + C : + e 1 c 3 l n r

/〔C 4 ( z 一 1 )〕
+ e 7 ; ` 一 ` / ( 1 一 l )

_ e
_

, 〔z一 z *
、

/ ( z一 l ) , + 4 e 。 c
、

z e
.

〕/ 2 , ` _
、 、

一 七 1 l e
上 U r

’ “ ’ .

戈1 乡 Q )

F o r e X a m p l e ,

fo
r t h e 4 t h s o lu t io n i n R e f

.

[ 3 〕
,

e h o o s i n g t h e e o n s t a n t s l = n = 0
,

t h e n a n a l g e b r a ie a l
-

l y e x p l ie i t a n a i y t i e a l s o l u t i o n i n e y li n d r i e a l e oo
r
d i n a t e s

w i t h v o l u m e t r i e s p e e i f i e h e a t 尸C , = f ( r ) 二 P r + m

a n d t h e r
m a l e o n d u e t iv i t y K = 7 r + k e a n b e o b t a i n e d

d i r e e t ly

夕 = C 1 1 + C , [户
r Z + ( 3 ,嫩 一 2走户 )

:

/ ,

+ ( 2走2户 一 3 ,灸。 ,

) In (厂 2 + 走r

) / ( 2 , ’ ) ] / ( 62 )

+ C Z ln { , r

/ ( ; r + k ) }
.

( 2 2 )

2
.

2
.

3 oS l u t i o n w i t h o c , = 户e ` ” /
r a n d K 一 走e `厂 /

r

A p p ly in g b o t h m e t h o d s o f s e p a r a t i n g v a r i a b le s , a

so l u t i o n 15 d e r i v e d a s

T h i s s o l u t i o n e a n b e u s e d f o r s o li d e y l in d e r s a s

w e l l
.

I t e a n b e d e r i v e d w i t h t h e a p p r o a e h g i v e n i n

S e e t io n 2
.

2 a l s o
.

口

w h e r e t h e e

= C 1 2 + C 1 p
r

/ k l + C Z + 夕1 ,

x P r e s s i o n o f 8 2 15

( 2 0 )

夕1

e C I。 了

: c 6 e `一 ` 十

厂石涵
)
·

/2

· e 7 e 一 “ `

户呱 ;丽奚
)
·

/ 2
]

3 N o n l i n e a r u n s t e a d y g e o m e t r i e a l l y l
·

D h e a t

c o n d U C t i o n s o l u t i o n s

Wh e n v o l u m e t r i e s p e e i f ie h e a t 户C , a n d / o r t h e r -

m a l e o n d u e t iv i t y K a r e f u n e t i o n s o f t e m P e r a t u r e , t h e



Pro gr es s in N at u r al S ein e e e、 、 ,
1

.

1 4 N o
.

4 2 0 0 4
3 19

g o v e r n i n g e q u a t io n ( l a ) b e e o m e s n o n l in e a r
.

I t 15

m o r e d if f i e u l t t o d e r iv e a l g e b r a ie a l l y e x p li e i t a n a ly t i e a l

s o l u t io n s
.

In a d d i t io n ,
t h e s o l u t io n s i n t h is e a s e e a n -

n o t b e s u p e r p o s e d o w i n g t o t h e n o n li n e a r i t y
.

n 0 1n e n o n
.

S i n e e t h e s p e e i f i e h e a t a n d t h e r m a l e o n d u e t i v i t y

e a n n o t b e z e r o , a n d t h e v o l u m e t r ie s p e e i f i e h e a t 15

v a r i a b le , t h e e o n s t a n t s k
,

P a n d m e a n n o t b e z e r o
.

oS m e a l g e b r a ie a l l y e x p li e i t a n a l y t i e a l s o lu t io n s

f o r n o n li n e a r e a s e s a r e g iv e n a s f o l lo w s
. 3

.

1
.

2 oS l u r io n w i t h vo l u m e t r ie s p e e i f i e h e a t be i n g

p o w e r f u n e t i o n o f t e m p e r a t u r e a n d t h e r m a l e o n d u e t i v -

i t y b e i n g f u n e t i o n o f r a di u s

I f t h e g i v e n e o n d i t i o n s a r e

西
, = 州

阴 a n d K =

k r , t h e m a t e r i a l v a r i e s i n r a d i a l d i r e e t io n w h i e h in t or
-

d u e e s v a r ia b l e t h e r m a l e o n d u e t iv i t y
.

A p P ly i n g t h e a P
-

P r o a e h s i m i la r t o t h e o n e m e n t i o n e d a b o v e ,

it 15 d e -

r i v e d t h a t

阴
矛

/
廿

l
ǐ ||l习一

!
L

夕 =
( 1 一 、 ) k ( t + C Z )

m P
r

( 2 7 )

I f t h e t h e r m a l e o n d u e t i v i t y 15 i n v e r s e ly p or p o r -

t i o n a l t o r : K = k / r ,

t h e S o l u t io n e a n b e d e d u e e d a s

( 2 8 )
阴

护产了1已ǐ ||.

1
1

3
.

1 oS lu t i o n s w h e n v o l u m e t r i e s p e e i f i e h e a t i s a

f u n e t i o n o f t e m p e r a t u r e

T h e d e r i v a t io n a P P r o a e h 15 a b o u t t h e s a m e a s

p r e v io u s l y d e s e r ib e d
,

h o w e v e r ,
t h e m a t e h i n g o f t h e r -

m a l p r o p e r t ie s h a s t o b e p a i d m o r e a t t e n t i o n t o
.

3
.

1
.

1 S o l u t i o n w i t h v o l u m e t r i e s p e e i f i e h e a t b e i n g a

p o w e r f u n e t io n o f t e m p e r a t u r e a n d t h e r
m a l e o n d u e t i v -

i t y b e i n g a e o n s t a ir t

T h e g i v e n e o n d i t io n s a r e 尸C , = P口m a n d K 二 k =

oC
n s t

.

S u b s t i t u t i n g t h e s e e o n d i t i o n s in t o g o v e r n i n g e -

q u a t i o n ( l a ) a n d a p p l y i n g t h e Co m m o n 夕 =

s e p a r a t i n g v a r ia b l e S O二 T ( t )
·

R ( : )
,

m p
r 3

尸

|
ì

m e t h o d o f

h a v e

3 k ( 3 + m ) ( t + C Z )

弃T ? 一 ` T
·

= c
, -

左

R
产 苏

R 阴 + 1

( 2 3 )
,

+ 一二了丁 ;
厂尺 111 下 L

( 2 3 )

F r o m l e f t h a n d s i d e o f E q i t 15 e a s y t o d e d u e e

: 一

「̀
〕左塑 ( , 、 c ,

)飞
, / m

P
一 曰

( 2 4 )

T h e r ig h t h a n d s i d e o f E q
.

( 2 3 ) 15 a s e e o n d o r d e r

o r d i n a r y d i f f e r e n t ia l e q u a t io n i n e l u d i n g i n d e p e n d e n t

v a r i a b le
r ,

d e p e n d e n t v a r i a b l e R a n d i t s f i r s t o r d e r

a n d s e e o n d o r d e r d e r iv a t i v e s , a n d i n m a t h e m a t i e

h a n d b o o k s t h e r e 15 n o t a n a l r e a d y k n o w n g e n e r a l

m e t h o d t o s o l v e s u e h e q u a t i o n
.

H o w e v e r , a e e o r d i n g

t o t h e e x p r e s s i o n s o f v o l u m e t r i e s P e e i f i e h e a t a n d

E q
.

( 2 3 )
,

i t e a n b e g u e s s e d t h a t t h e R 15 a
p o w e r

f u n e t io n 。 f 二
.

A s s u m i n g 尺 = 。尸 ( a a ir d 月 a r e e o n -

s t a n t s t o b e d e t e r m i n e d ) a n d S u b s t it u t i n g R e x p r e s -

s io n i n t o E q
.

( 2 3 )
,

t h e f i n a l r e s u l t 15

C o m p a r i n g t h r e e a lg e b
r a i e a l l y e x p l i e i t a n a l y t i e a l s o l u -

t io n s w i t h d i f f e r e n t v a r i a t i o n o f t h e r m a l e o n d u e t i v i t y

w i t h r a d i u s E q s
.

( 2 6 ) 一 ( 2 8 )
,

so m e r e l a t io n s e a n b e

f o u n d
,

f o r e x a m p le ,
t h e i n f lu e n e e o f v a r i a t io n o f i n -

d e x o f r o n t h e
so l u t io n s

.

I t e a n b e e s t i m a t e d t h a t

w h e n t h e v a r i a t io n o f K w i t h
r 15 b e t w e e n t h e li n e a r

a n d i n v e r s e p r o p o r t io n a n d n o t a e o n s t a n t
,

t h e s o l u -

t io n e o n d i t i o n w il l b e a e a s e b e t w e e n t h e a b o v e m e n -

t i o n e d t h r e e s o l u t io n s
.

H o w e v e r ,

i t h a s t o b e m e n -

t i o n e d t h a t t h e i r i n i t i a l a n d b o u n d a r y e o n d i t io n s a r e

d i f f e r e n t
.

3
.

2 D e r iv i n g a n a l y t ie a l s o lu t io n s i n e y li n d r ie a l e o o r -

d in a t e s w i t h k n o w n a n a l y t ie a l s o l u t io n s in r e e ta n g u la r

e o o r d i n a t e s

_ } 4 口/ 爪
。

尺 = { 二
一一

下 )
·

r 一叼 ’ “ .

、 七 l m
一

)
( 2 5 )

M u l t ip l y i n g E q s
.

( 2 4 ) a n d ( 2 5 )
, a n a l g e b r a i e a l

-

l y e x p l ie it a n a l y t i e a l so l u t io n o f n o n l i n e a r e q u a t i o n i:

o b t a i n e d

4 k ( t + C Z )

m p
r Z ]

` /从

( 2 6 )

产|

!
ì

一一
门口

Wh e n m 15 la r g e r ,
t h e v a r i a t io ir o f s p e e i f i e h e a t

w it h t e m p e r a t u r e 15 m o r e s e r io u s
.

T h e n t h e t e m p e r a -

t u r e v a r i a t i o n w i t h t i m e a n d g e o m e t r y e oo r d i n a t e s 15

s m a l l e r
.

oS l u t i o n ( 2 6 ) r e p r e s e n t s t h is p h y s i e a l p h e -

S i m i la r t o w h a t d e s e r i b e d in S e e t io n 2
.

3
,

f o r

n o n l i n e a r h e a t e o n d u e t i o n e q u a t io n s i t 15 a ls o a b l e t o

u s e k n o w n a n a l y t i e a l s o l u t i o n s i n r e e t a n g u la r e
oo

r d i
-

n a t e s t o o b t a i n a n a ly t i e a l s o l u t i o n s i n e y li n d r ie a l co o r -

d i n a t e s
.

I n t h i s e a s e ,

b o t h v o l u m e t r ie a l l y s p e e if i e h e a t

a n d t h e r m a l e o n d u e t i v i t y a r e f u n e t io n s o f t e m p e r a t u r e

a n d r a d i u s
.

O w i n g t o t h e li m i t a t i o n o f s p a e e , o n ly

o n e e x a m p l e 15 g i v e n a s f o ll o w s :

禹
一 m e

勺
: ,

K = k e留 / : ,

夕 = C 1 k t / 从 士 了C l / zr + C Z ,

( 2 9 )

O r

夕 = e l * t / m + In {cos h〔了厄币( : + c 3 ) ] }/ z + c 2
.



3 2 0 P ro g r e s s z n N a t u r a
l S e ie n e e V o l

.
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.
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T w o d if f e r e n t s o lu t i o n s g iv e n b y E q
.

( 2 9 ) a r e

e o r r e s p o n d in g t o d if f e r e n t i n it ia l a n d bo u n d a r y e o n d i
-

t i o n s
.

In a d d it io n ,

C I h a s t o b e la r g e r t h a n z e r o
.

I n

t h e f i r s t so lu t i o n o f E q
.

( 2 9 ) 口 15 a l i n e a r
f u n e t io n o f

t a n d
r ,

it is v e r y s u i t a b l e t o b e a b e n e h m a r k s o l u t io n

o f e o m p u t a t io n a l h e a t t r a n s f e r
.

4 A n a l y t i e a l s o l u t i o n o f u n s t e a d y g e o m e t r i
-

e a l ly Z
·

D h e a t e o n d u e t i o n

T h e g o v e r n i n g e q u a t io n ( 1 ) o f u n s t e a d y g e o m e t
-

r ie a ll y Z D h e a t e o n d u e t i o n 15 a e t u a l l y a m a t h e m a t i e a l

3
一

D p r o b le m
.

T h e r e fo r e ,

i t 15

mo
r e d i f f i e u l t t o d e r iv e

i t s a lg e b r a i e a l l y e x p l i e i t a n a l y t i e a l so l u t io n s
.

oS m e 5 0 -

l u t io n s a r e g i v e n i n f o llo w i n g P a r a g r a P h s fo r v a r ia b l e

t h e r m a l p or p e r t i e s ( b o t h v o l u m e t r ic S p e e if i c h e a t a n d

t h e r m a l e o n d u e t iv i t y a r e f u n e t io n s o f e o o r d i n a r e s ) a n d

n o n l i n e a r e a s e ( t h e r m a l p r o p e r t i e s a r e f u n e t io n s o f

t e m P e r a t u r e a lso )
.

i n p a r a g r a p h 2
.

2
.

2 e a n b e d e d u e e d f
r o m E q

.

( 30 a )
a n d i t 15 a s p e e ia l e a s e

.

4
、

1
.

2 oS l u t io n w i t h p u r e 王i n e a r t e m p e r a t u r e d i s t r i
-

b u t i o n

I f

11 1l l e t f 1 C

t h e r e 15 t h e f o ll o w i n g r e l a t io n be t w e e n t h e v o l
-

s p e e i f i e h e a t a n d t h e t h e r m a l e o n d u e t iv i t y

心
一

[
c Z

(肇
K

十 —
+ e 3

器〕八
1 ,

( , ` ,

t h e n a n e x t r e m e l y s i m p l e s o l u ti o n w i t h

b e i n g a Ii n e a r f u n e t i o n o f t i m e a s w e l l a s

e oo r d i n a t e s e a n b e d e r iv e d a s fo l lo w s :

夕 = C 1 2 + C Z r + C 3 z + C 4

t e m Pe r a t u r e

g e o m e t r i e a l

( 3 2 )

4
.

1 A n a ly t i e a l s o l u t i o n s f o r v a r i a b l e th e r m a l P r o p e r -

t l e s

4
.

1
.

1

CO ll s t a n t

oS l u t i o n w i t h t h e r
m a l e o n d u e t iv i t y b e i n g

S i n e e t h e f u n e t i o n e x p r e s s i o n s o f K ( a n d t h e n

刀C , ) e a n b e i n f i n i t e a n d t h e r e 15 o n l y d e r iv a t i o n i n

E q
.

( 3 1 )
, t h e r e f o r e ,

t h e d e d u e t io n o f E q S
.

( 3 1 ) a n d

( 3 2 ) m e a n s i t 15 v e r y e a s y t o f i n d o u t t h e m a t e h i n g o f

夕C , a n d K w h ie h e a n o b t a i n a p u r e l in e a r t e m p e r a -

t u r e d is t r i b u t io n a lo n g w i t h bo t h t i m e a n d g e o m e t r i e a l

e o o r d i n a t e s
.

T h e
so l u t io n i n p a r a g r a ph 2

.

2
.

3 ( e x -

e l u d i n g 口l ) 15 a e t u a
l l y a s p e e ia l e a s e o f t h is p a r a -

g r a P h
.

I f K “ k = C o n s t , a n d 尸C , 二 R (
r

) + Z ( z )
,

1
.

e
.

t h e v o l u m e t r ie s p e e if ie h e a t v a r ie s i n b o t h r a d i a l

a n d a x i a l d i r e e t io n s o w in g t o t h e v a r i a t io n o f t h e m a -

t e r ia l e o m Po s i t i o n w it h n e g l e e t in g t h e v a r i a t i o n o f

t h e r m a l e o n d u e t iv i t y
, t h e n a k i n d o f s o lu t io n s e a n b e

d e r i v e d w i t h t h e m e t h o d o f s e p a r a t i n g v a r i a b l e s w it h

a d di t io n a s f o llo w s :

4
.

2 A n a ly t ie a i s o l u t io n s o f n o n li n e a r e a s e

a b l e

h e a t

f r o m

R e f
.

S i m il a r t o t h a t d e s e r i b e d i n S e e t i o n 3
.

2
,

i t 15

t o d e r i v e n o n li n e a r u n s t e a d y g e o m e t r ie a l ly Z
一

D

e o n d u e t i o n
so lu t io n s i n e y li n d

r i e a l e
oo

r d in a t e s

k n o w n s o lu t io n s i n r e e t a n g u l a r e o o r d i n a t e s i n

〔2 」
.

S o m e e x a m p l e s a r e g iv e n h e r e
·

“ 一

钮丁封rR d
·

d二归
· d 二

」
4

.

2
.

1 s o lu t i o n w i t h o c
*

= m e l夕
/

: a n d K 二 走e l夕 /
:

. 犷

C ,

+ C
I

t + 万产
乙

二 产
、 _

2 卞 七 6 1 1` r

2 2

{
+ e 4 Z + e s

·

( 3 0 )

S i n e e R (
r

) a n d Z ( z ) a r e a r b i t r a r y f u n e t i o n s ,

t h e n u m b e r o f so l u t i o n s o f E q
.

( 3 0 ) 15 in f i n i t e
.

A s a n

e x a m p le ,

i f t h e v o l u m e t r i e s P e e if ie h e a t v a r i a t io n s i n

b o t h r a d ia l a n d a x i a l d i r e e t i o n s a r e l in e a r ,

R =

a n d Z 二 n + P
之 ,

t h e n a n a l g e b r a i e a ll y e x p li e i t

i e a l s o l u t i o n e a n b e e x p r e s s e d a s :

Z + m r

a n a l y t
-

玩 t h is e a s e ,
t h e v a r i a t i o n s o f v o l u m e t r i e s

p e e i f i e

h e a t a n d t h e r m a l e o n d u e t iv i t y w i t h t e m P e r a t u r e h a v e

t h e s a m e r u le ,
t h e v a r i a t i o n s o f b o t h t h e r m a l p r o p e r -

t ie s w i t h r a d i a l e o o r d i n a t e h a v e t h e s a m e r u l e a l s o
.

T h e a b s o lu t e v a lu e o f 1 15 s m a l l s i n e e t h e v a r i a t io n s o f

t h e r m a l p
r o p e r t i e s a r e co nr m o n ly s m a l l

.

A n a l g e -

b r a i e a ll y e x p li e i t a n a ly t ie a l s o l u t i o n e a n b e f o u n d a s

t h e f o ll o w i n g :

o = c l 、 , / m 士 八习 2
二 士 丫( c , 一 e 3 ) z; + e 2

.

( 3 3 )
。 一

钊哥
·

丫
·

钾
·

韶卜
c l ,

·

争誓
·

cel 一
二 2

卜
c 4二 十 。 5

.

( 3 0 a )

In t h i s s o l u t i o n ,
t e m p e r a t u r e v a r i a t io n 15 l in e a r

a lo n g w i t h a l l t h r e e i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s ,

i t 15 a g oo d

b e n e h m a r k s o l u t io n
.

B y t h e w a y
, r h e f i r s t s o l u t io n o f

E q
.

( 2 9 ) 15 a S p e e i a l c a s e o f t h i s S o l u t io n
.

W h e n d e g e n e r a t i n g i n t o g e o m e t r ie a l l
一

D e a s e A n o t h e r p o s s i b l e s o l u t i o n 15

Z (
z

) in E q
.

( 30 ) h a s t o b e e q u a l t o z e or
.

E q
.

( 1 9 C ) 日 = c l走, / m + In { Co s h「丫瓦泛(
: + e Z ) ] }八



P
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.
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.

400 24 3 21

+I n{ C s oh仁士 丫 (C, 一 C 3 ) z (
二 + C 4 )〕}八 + C S

.

( 3 4 )

R e fe er
n e e S

T h e

C a s e

s e e o n d s o l u t io n o f E q
.

( 2 9 ) 15 t h e l
一

D s im p li f i e d

o f E q
.

( 3 4 )
.

4
.

2
.

2 oS l u t i o n w i t h o C , = m o l /
r a n d 兀 = 走夕` /

,
-

S im i l a r t o p r e v i o u s l y m e n t i o n e d
,

t h e v a r i a t io n

r u l e s o f v o l u m e t r i e s p e e i f i e h e a t a n d t h e r m a l e o n d u e -

t i v i t y w i t h t e m p e r a t u r e a n d r a d iu s a r e t h e s a m e
.

A

p o s s ib le s o lu t io n 15 a s f o l lo w s :
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